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Model dinamik yang dikaji disini menjelaskan tentang perubahan dari konsentrasi glukosa,  
etanol , dan biomassa (Zymomonas mobilis) yang berkaitan dengan proses fermentasi dengan 
sistem batch.  Model tersebut berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinear dengan tiga 
variabel tak bebas, yaitu   yang menyatakan konsentrasi Zymomonas mobilis,   yang 
menyatakan konsentrasi glukosa, dan   yang menyatakan konsentrasi etanol, serta satu variabel 
bebas yaitu   (waktu). Dengan menggunakan model dinamik ini dapat diprediksi pada saat 
kapan konsentrasi etanol mencapai optimal. Pada fermentasi secara bacth penghambatan 
diperhatikan. Model tersebut kemudian dicari titik kesetimbangannya dan dianalisis 
kestabilannya berdasarkan nilai eigen dari matriks Jacobian yang diperoleh melalui proses 
pelinearan dengan menggunakan deret Taylor. Sebagai verifikasi dari model dinamik yang 
dikemukakan, diberikan simulasi.  Berdasarkan hasil simulasi diperoleh bahwa konsentrasi 
optimal etanol adalah 40,5 gr/L yang terjadi pada sekitar hari ke 6,25.  
 





 Permasalahan  transportasi dan aktivitas industri dapat mengakibatkan pada 
peningkatan kebutuhan konsumsi Bahan Bakar Minyak (BBM). Peningkatan konsumsi 
bahan bakar fosil juga memberikan dampak negatif terhadap lingkungan. Kualitas udara 
semakin menurun ditambah adanya efek gas rumah kaca, indikasi ini sebagai penyebab 
perubahan iklim di muka bumi (Awwalurrizki dan Putra, 2007). 
 Adanya dampak negatif yang ditimbulkan serta fakta akan terbatasnya bahan 
bakar fosil mendorong pengembangan dan penggunaan energi alternatif yang 
terbarukan serta ramah lingkungan, salah satunya adalah bioetanol. Pada umumnya 
etanol diproduksi secara fermentasi dengan bantuan mikroorganisme (Puspita dkk, 
2010). 
Fermentasi diartikan sebagai suatu proses untuk mengubah bahan baku menjadi 
suatu produk oleh massa sel mikroba (Soedarmadji. 2002). Selama proses fermentasi 
berlangsung, akan terjadi perubahan konsentrasi dari substrat dan mikroba yang 
berpengaruh pada perubahan konsentrasi produk yang terbentuk. 
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Model dinamik tentang fermentasi etanol dengan substrat glukosa  yang 
dipengaruhi oleh pertumbuhan bakteri Zymomonas mobilis telah dikemukakan oleh 
Leksawasdi, et.al (2001). Model tersebut berbentuk sistem persamaan diferensial 
(Finizio, 1982,  Glenn, 2005 dan Leksawasdi, et.al, 2001) yang selanjutnya akan 
dianalisis kestabilannya. Analisis kestabilan model dikaji di sekitar titik kesetimbangan. 
Kestabilan dari titik kesetimbangan ditentukan berdasarkan nilai eigen matriks Jacobian 
dari sistem yang sudah dilinearkan. 
 
2. Model Dinamik Fermentasi Etanol 
 Fermentasi etanol secara curah dimulai dengan adanya aktivitas metabolisme 
dari bakteri Zymomonas mobilis yang mengubah glukosa menjadi etanol. Model 
matematika pada proses fermentasi etanol terdiri dari laju pertumbuhan bakteri, laju 
perubahan konsentrasi substrat, dan etanol.  
 Persamaan laju pertumbuhan bakteri yang dikemukakan oleh Leksawasdi, et.al, 
(2001) merupakan bentuk dari persamaan Monod, yaitu  
  
  
      
 
    
                                                                                                                                  
 Proses fermentasi dapat terhambat karena jumlah substrat yang terbatas dan 
adanya inhibisi etanol yang berpengaruh pada pertumbuhan bakteri. Laju pertumbuhan 
bakteri dengan memperhatikan adanya efek penghambatan pada proses fermentasi, 
maka Persamaan (1) dikalikan dengan         yang merupakan fungsi hamabatan. 
 
            
    
     
  
  
    
  
 
Persamaan (1) menjadi 
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 Laju perubahan konsentrasi substrat bergantung pada pertumbuhan bakteri. Bila 
konsentrasi bakteri semakin meningkat maka konsentrasi substrat akan semakin 
berkurang, sehingga model matematika untuk laju perubahan konsentrasi substrat 




         
 
    
      
      
      
  
  
     
   
 
 Persamaan untuk laju produksi etanol dari glukosa, yang dikemukakan oleh 




        
 
    
      
     
      
  
  
     
     
 
 Pada proses fermentasi etanol secara curah dapat diperoleh sistem persamaan 
diferensial dengan tiga variabel tak bebas yaitu          , serta satu variabel bebas 




        
 
      
    
    
      
   
  
      
    
  
  
         
 
    
      
      
      
  
  
     
   
  
  
        
 
    
    
  
     
      
  
  
     
                                                                           
 
Misalkan titik             menyatakan titik kesetimbangan untuk Zymomonas, 
glukosa, dan etanol dari model pada sistem persamaan (2). Titik kesetimbangan tersebut 
dapat diperoleh jika memenuhi : 
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Selanjutnya, didapatkan titik kesetimbangan model fermentasi etanol            
sebagai berikut. 
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3. Kestabilan Dari Titik Kesetimbangan 
 
 Kestabilan dari titik kesetimbangan tersebut ditentukan berdasarkan nilai eigen 
dari matriks Jacobian dari sistem yang sudah berbentuk linear. Salah satu metode 




                 
 
      
    
    
      
   
  
      
                  
  
  
                   
 
      
    
    
      
   
  
      
               
  
  
          
       
 
      
   
 
    
      
   
  
      
                                                
 
Linearisasi dari Persamaan (3) dengan menggunakan deret Taylor di titik            
adalah sebagai berikut 
   
  
 
            
  
   
            
  
  
            
  
    
   
  
 
            
  
   
            
  
  
            
  
   
   
  
 
            
  
   




            
  
                                                          
 
Substitusi Persamaan (3) kedalam Persamaan (4) maka diperoleh 
 
   
  
  
      
        
  
                     
     
        
      
          
    
                       
   
  
      
     
                     
    
 
PROSIDING SEMINAR NASIONAL STATISTIKA 






   
  
  
       
        
  
     
              
  
     
        
      
              
     
               
   
   
  
      
     
                     
    
   
  
  
      
        
  
                     
     
         
      
          
    
                       
   
  
      
     
                     
                                                                                     










      
        
  
                     
         
      
          
    
                       
       
     
                     
       
        
  
                     
        
      
              
                       
      
     
                     
      
        
  
                     
         
      
          
    
                       
       
     









Perilaku dari sistem persamaan (5) di sekitar titik kesetimbangan adalah sebagai berikut. 
1. Titik                     
     
        
         
      
   
  
diperoleh matriks Jacobian 






   
 
      
    
  
      









dari matriks    diperoleh nilai eigen              
Berdasarkan nilai eigen yang diperoleh, dapat disimpulkan 
a. Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan             akan stabil jika 
    . Dalam hal ini, haruslah    . 
b. Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan             tidak stabil jika 
    . Dalam hal ini,    . 
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2. Titik                    
diperoleh matriks Jacobian 








              
           
 
 
                
           
 
 
               










Dari matriks    diperoleh nilai eigen    
                
           
           
Karena                        , dapat disimpulkan : 
a. Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan             akan stabil jika 
    . Dalam hal ini, haruslah      dan       . 
b. Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan             tidak stabil jika 
    . Dalam hal ini,      atau      . 
 
3. Titik                     
diperoleh matriks Jacobian 







   
         
                   
  
         
                   
  
          








Dari matriks    diperoleh nilai eigen            
          
                   
. 
Karena                   , dapat disimpulkan : 
a. Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan             akan stabil jika 
    . Dalam hal ini, haruslah        . 
b. Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan             tidak stabil jika 
    . Dalam hal ini        . 
 
4. Hasil Simulasi 
Pada bagian ini diberikan simulasi model untuk menyelidiki perubahan 
konsentrasi Zymomonas, glukosa, dan etanol pada proses fermentasi etanol secara batch 
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(curah) dengan menggunakan model matematika seperti yang dikemukakan oleh 
Leksawasdi, et.al [5] . Penerapan model menggunakan data sekunder yaitu penelitian 
fermentasi etanol dari molases dengan bakteri Zymomonas mobilis tahun 2007 oleh 
Ummu Kalsum [4] yang kemudian akan diselesaikan secara numerik dengan 
menggunakan program  maple.  
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         dan               , dengan mensubtitusikan parameter ke dalam 





                            




   
                          





                           
                    
                                                                                            
 
Linearisasi sistem persamaan (6) dengan menggunakan deret Taylor adalah sebagai 
berikut : 
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Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan pertama 
                     
     
        
         
      
   
                 
Substitusi titik kesetimbangan pertama pada sistem persamaan (6) diperoleh matriks 
Jacobian 
    
        
         
        
   
Nilai eigen dari matriks    adalah                   
 
Dari nilai eigen yang diperoleh, terdapat nilai eigen yang bernilai positif. Dengan 
demikian, dapat diketahui bahwa sistem tidak stabil di sekitar titik kesetimbangan 
                         . 
Salah satu solusi khusus dari sistem persamaan (6) pada titik kesetimbangan pertama 
yaitu 
                  
                           
                         
Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan kedua 
                                       
Substitusi titik kesetimbangan kedua pada sistem persamaan (6) diperoleh matriks 
Jacobian 
    
        
         
        
  
Nilai eigen dari matriks    adalah                    
 
Dari nilai eigen yang diperoleh, tidak ada nilai eigen yang positif. Sehingga dapat 
diketahui bahwa sistem stabil di sekitar titik kesetimbangan            
                 . 
Salah satu solusi khusus dari sistem persamaan (6) pada titik kesetimbangan kedua yaitu 
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Perilaku sistem di sekitar titik kesetimbangan ketiga 
                                          
Substitusi titik kesetimbangan ketiga pada sistem persamaan (6) diperoleh matriks 
Jacobian 
    
          
          
         
  
Nilai eigen dari matriks    adalah                    
 
Dari nilai eigen yang diperoleh dapat diketahui bahwa sistem tidak stabil di sekitar titik 
kesetimbangan                                 . 
Salah satu solusi khusus dari sistem persamaan (6) pada titik kesetimbangan ketiga 
yaitu 
                           
                          
                    
 
Berdasarkan data yang diperoleh, sistem persamaan diferensial nonlinier (5) dapat 
dibuat grafik perubahan konsentrasi bakteri Zymomonas mobilis, glukosa, dan 
konsentrasi etanol terhadap waktu. 
 
Gambar 1. Perubahan konsentrasi bakteri Zymomonas mobilis 
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 Gambar 1 menjelaskan bahwa konsentrasi Zymomonas mobilis akan stabil dan 
mencapai kondisi saturasi setelah 150 jam fermentasi. Dari Gambar 2 terlihat bahwa 




 Gambar 2. Perubahan konsentrasi glukosa 
 
 Gambar 2 menjelaskan bahwa konsentrasi glukosa akan habis dikonsumsi oleh 
bakteri Zymomonas mobilis setelah 150 jam fermentasi. Konsentrasi glukosa akan selalu 
tetap setelah 150 jam dan tidak akan turun lagi.  
  
 
Gambar 3. Perubahan konsentrasi etanol 
 
 Gambar 3 menjelaskan bahwa konsentrasi etanol yang diperoleh akan stabil 
setelah 150 jam fermentasi. Hal ini dipengaruhi oleh konsentrasi glukosa yang telah 
habis pada jam ke-150 sehingga pertumbuhan bakteri Zymomonas mobilis juga akan 
terhenti. Akibat tidak adanya aktifitas metabolisme dari bakteri Zymomonas mobilis, 
maka konsentrasi etanol tidak akan bertambah lagi. Pada kondisi yang stabil, 
konsentrasi etanol yang diperoleh sekitar 40,5 gr/L. 
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 Model dinamik yang telah dibahas dapat digunakan untuk mengetahui perilaku 
perubahan konsentrasi Zymomonas mobilis, glukosa, dan  etanol pada proses fermentasi 
dengan menggunakan sistem batch. Model yang diperoleh juga dapat dimanfaatkan 
untuk memprediksi pada saat kapat konsentrasi etanol mencapai nilai optimal.  Proses 
fermentasi etanol dengan sistem curah(batch) terdapat penghambat yaitu substrat yang 
terbatas serta adanya inhibisi dari etanol yang berpengaruh terhadap pertumbuhan 
bakteri. Analisis kestabilan model fermentasi etanol dikaji di sekitar titik 
kesetimbangan. Kestabilan dari titik kesetimbangan ditentukan berdasarkan nilai eigen 
matriks Jacobian dari sistem yang sudah dilinearkan. 
 Berdasarkan hasil simulasi diperoleh bahwa titik kesetimbangan pertama dan 
ketiga tidak stabil yang berarti bahwa konsentrasi etanol yang dihasilkan akan terus naik 
sehingga tidak dapat diperoleh konsentrasi etanol yang stabil. Titik kesetimbangan 
kedua bersifat stabil, yang berarti bahwa konsentrasi etanol yang dihasilkan akan 
mencapai kondisi tunak. Sistem akan stabil ketika glukosa telah habis digunakan 
sehingga etanol yang dihasilkan akan stabil pada konsentrasi tertentu. Dari sini 
diperoleh konsentrasi optimal etanol adalah 40,5 gr/L yang terjadi pada saat 150 jam 
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